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Свойства масштабной инвариантности связывают обычно со степенными статистиками в распределении 
отсчетов. Такая инвариантность или скейлинг проявляется асимтотически, как тяжелые хвосты некоторых 
распределений, либо явным образом, как законы типа Парето для распределения случайных величин. Сте-
пенная функция сохраняет свою форму при изменении масштаба. Это свойство реферируется как статисти-
ческое самоподобие выборки данных или мультифрактальность соответствующей меры. Количественное 
описание статистического самоподобия сводится к оценкам мультифрактального спектра. Существует два 
подхода к получению таких оценок. Первый из них опирается на микроканонический формализм и сводится 
к вычислению локальных показателей Гельдера для подходящей меры. Сам спектр получается тогда с по-
мощью гистограмм. Второй подход основан на каноническом формализме и вычислении моментов функции 
разбиения. В этом случае локальное поведение меры можно описать номером момента и соответствующей 
обобщенной размерностью Реньи. Переход к сопряженным по Лежандру переменным приводит к мультиф-
рактальному спектру. Уже давно было обнаружено, что большая часть высококонтрастных цифровых изо-
бражений земных ландшафтов имеют признаки степенных статистик. В данной работе мы приводим оценки 
мультифрактальных спектров для таких изображений. Существование таких спектров позволяет корректно 
применять методы мультифрактальной сегментации ДДЗ снимков. 
 
Ключевые слова: степенные статистики, мультифрактальность, емкости Шоке, данные дистанционного 
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Введение 
 

Первые попытки изобразить пространственные сцены на плоскости, используя на-

ивные идеи связи масштаба с расстоянием, можно найти еще в древнеегипетской «Книге 

Мертвых» (Раушенбах, 1980). Первым, кто начал экспериментировать с масштабными 

свойствами сцен на своих картинах, опираясь на логику перспективы, был, по-видимому, 

флорентийский живописец раннего Возрождения Паоло Уччелло (1397-1475гг.) (Бернсон, 

2006). Паоло считали даже не художником, а математиком, «помешавшимся на перспек-

тиве», для которого его знаменитая «Ночная охота» (~1460 г.) служила лишь иллюстраци-

ей математических выкладок.  

Первые статистические исследования статистики природных изображений были 

инициированы попытками построения модели эффективной сенсорной системы для пер-

вичной зрительной коры мозга. Выяснилось, что такую систему невозможно построить, 

если природное окружение полностью случайно (Laughlin, 1983): мы не можем запомнить 

хаос или сравнить его с другим хаосом. К счастью, уже в ранних работах, посвященных 

связям рецептивных полей клеток с изображениями было обнаружено, что природные 

сцены не случайны. Они обладают наиболее общим свойством симметрии – масштабной 
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инвариантностью. Она позволяет нам узнавать друг друга и выражается степенными зако-

нами статистики отсчетов и асимптотики их Фурье-спектров (Field, 1987; Rudermant, 

1994). В то же время стало ясно, что Пирсоновская статистика второго порядка недоста-

точна для правильного распознавания образов (Field, 1989). Действительно, два изображе-

ния, имеющие одинаковый 2D-спектр, выглядят совершенно различными, если второе по-

лучается после рандомизации фазы Фурье-компонент первого изображения и  обратного 

Фурье-преобразования. Паттерны распознаются по сингулярности градиента (Marr, 2010), 

которые нельзя извлечь из информации о парных корреляциях. Геометрия пространств 

«типичных» природных изображений и их внутренняя размерность исследовалась груп-

пой Дэвида Мамфорда (Lee, Pedersen, Mumford, 2003; Mumford, Desolneux, 2010).  

Степенные законы в статистике отсчетов в своей основе обладают свойством мас-

штабной инвариантности. Поэтому можно попытаться интерпретировать их в рамках ста-

тистического самоподобия, т.е. мультифрактальности. Первая попытка связать турбулент-

ные каскады с мультифрактальными свойствами высококонтрастных HR (High Resolution) 

изображений содержалась в работе группы Антонио Туриэля (Turiel, Mato, Parga, 1998). 

Корректный статистический анализ, сделанный по современным базам данных, подтвер-

дил мультискейлинговые свойства изображений (Nevado, Turiel, Parga, 2000). Оказалось, 

что такие изображения можно описать моделями бесконечно делимых каскадов (Chainais, 

2007), которые позволяют даже аппроксимировать структуру случайных полей за преде-

лами действительного разрешения (Chainais et al., 2011). 

Мультифрактальный скейлинг с успехом используется для оценки функции пото-

ков океана (Turiel et al., 2005) и анализа структуры температурных карт водной поверхно-

сти (Turiel et al., 2009), текстурного анализа снимков земных ландшафтов (Wendt, Abry et 

al., 2009) и сегментации спутниковых изображений (Макаренко и др., 2008).  

Существование самих мультифрактальных свойств для изображений обычно моти-

вируют косвенными доводами. Они основаны на присутствии «тяжелых» хвостов в pdf 

(распределении плотности вероятности), убывающих по степенному закону. Разумеется, 

аналогичным образом будет убывать и спектр мощности данных.  

Прямого вычисления 2D мультифрактального спектра в рамках канонического или 

микроканонического формализма (Князева, Макаренко, 2009) стараются избегать. Дело в 

том, что известные алгоритмы оценки спектров сингулярностей плохо адаптированы к ва-

риабельной фотометрической мере (Макаренко и др., 2008). Использование вейвлетов для 

функции разбиения (Arneodo et al., 2003) улучшает ситуацию, а техника, известная как 

вейвлет-лидер (Wendt, Rouxa et al., 2009) позволяет получить вполне приемлемые муль-
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тифрактальные спектры (Wendt, Abry et al., 2009). Однако, эта техника основана на серии 

сложных вычислений и требует хорошего знания теории всплесков.  

В этой работе мы приводим оценки мультифрактальных спектров природных изо-

бражений, полученные с помощью хорошо известного прямого способа вычисления спек-

тров (Chhabra, Jensen, 1989) и емкостей Шоке вместо фотометрической сумм-меры (Мака-

ренко и др., 2008; Макаренко, 2009). Мы использовали для экспериментов базу данных 

цифровых изображений с высоким разрешением1 и некоторые снимки с КА. 

Статья имеет следующую структуру. В разделе 1 приводятся краткое изложение 

необходимого формализма. В разделе 2 приводятся оценки мультифрактальных спектров. 

Раздел 3 содержит результаты оценки статистики отсчетов для некоторых изображений. 

Заключение резюмирует результаты работы.  

 
 

1. Элементы мультифрактального формализма 
 

Мы приведем здесь необходимые краткие сведения из техники оценки мультиф-

рактальных спектров. Подробности можно найти в монографии (Harte, 2001), учебном по-

собии (Короленко и др., 2004), лекции (Макаренко, 2009) или статьях (Князева, Макарен-

ко, 2009; Макаренко и др., 2008).  

Исходным понятием является регулярность или гладкость функции. Для :f R R  

она измеряется локально, т.е. в   окрестности точки 0x , положительным, но не обяза-

тельно целым числом  0x , таким, что  

 
 0

0 0( )
x

f x f x
C







 
 , 

где C  некоторая постоянная. Значение  0 1x   соответствует обычному условию Лип-

шиц-непрерывности для функции f . В остальных случаях «правильное» значение  0x  

определяется двумя условиями  0 0x C      и  0x C     . Иными словами, 

правильная регулярность является компромисом между поведением практически посто-

янной функции с 0f   и функцией чрезмерно чувствительной к изменению аргумента 

f   . Формально это записывают как  

     0 sup 0 infx C C         (1)

                                                 
1 http://www.cfar.umd.edu/~fer/High-resolution-data-base/hr_database.htm 



и говорят, что функция f  принадлежит гельдеровскому классу  0С x в окрестности 0x . 

Верхнюю грань     0 0supp x f C x    всех   в этой окрестности называют пото-

чечным показателем Гельдера в этой точке.  

Будем рассматривать значения функции в  окрестности некоторой точки 

Dx R , как количество массы некоторой борелевой меры    . Универсальной аппрок-

симацией распределения массы для разных ситуаций является степенной закон 

   ~ x   . Пусть 1D   и масса M  распределена «атомарно» с значениями im  в от-

дельных точках ix  носителя. Тогда 0   и  i ii
M m x x  . Равномерному распреде-

лению массы соответствует 1   и абсолютно непрерывная мера   с постоянной плот-

ностью  , так что 
I

M dx  , где ( )dx dx , и интеграл понимается в смысле Лебега. 

Для 1   плотность меры расходится при 0  , и такую меру называют сингулярной. 

Несколько неожиданным покажется то, что случай 2  , который соответствует мере, 

достаточной для равномерной раскраски квадрата тоже объявляют сингулярным в R . Та-

ким образом, для случая 1D   мера сингулярна при 0 1  ; для случая 2D   – она син-

гулярна при 0 2  .  

Рассмотрим общий случай, когда мера на носителе имеет широкий диапазон значе-

ний показателей  p x    . Тогда выбор определенного значения Гельдеровского по-

казателя позволяет выделить из носителя меры X  компоненту, содержащую точки с ин-

тенсивностью «окраски»  . Иначе говоря, множеству уровней функции  p x   соот-

ветствуют подмножества     1
p p pK x x

       , которые называют компонентами 

мультифрактального разложения, так что 
p

X K


  (Песин, 2002). Название обуслов-

лено следующими соображениями. Измерим каждую компоненту ее размерностью. Пусть 

N  – минимальное число   боксов, необходимое для покрытия всех точек 
p

K
 . Тогда 

бокс-размерностью или емкостью 
p

K
  называют предел:  

   0( ) lim log log
p

D K f N
      , (2)

если он существует (Фальконер, 1997). Емкость для компонент, которые содержат отдель-

ные точки, обычно является дробным числом. Поэтому можно считать, что каждое из 
p

K
  

является фракталом, а их объединение уместно назвать мультифракталом. Пару ( , ( ))f   

называют мультифрактальным спектром. Эти эвристические соображения требуют уточ-
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нения. При случайной раскраске носителя график ( , ( ))f   представляет собой облако 

точек. Оно редуцируется к одной точке в случае монофрактальной меры. Наконец, если 

закон    ~ x    выполняется для достаточно широкого диапазона масштабов, мультиф-

рактальный спектр является выпуклой вверх кривой (Harte, 2001). Способы вычисления 

такого спектра для разных ситуаций являются основной задачей мультифрактального ана-

лиза.  

 В каноническом варианте этого формализма рассматривают сумму моментов меры 

взятой по всем непустым боксам:  ,Z q
q

i i   , где ~ i
i

   и  ,q   . Мера 

считается мультифрактальной, если  ,Z q   ведет себя как отдельное слагаемое, т.е. также 

по степенному закону 

  ( )
1

N q q
ii

  


  (3)

в пределе достаточно малых  . Если мера нормирована, то  1 0  . Это условие обычно 

учитывают с помощью выражения    1qq D q   , в котором величины qD  называют 

обобщенными размерностями Реньи (Короленко и др., 2004; Harte, 2001). Рассмотрим 

непрерывный аналог (3), оставив в сумме только те слагаемые, для которых показатель 

сингулярности равен  . Согласно определению (2) число таких слагаемых будет  f  . 

Поэтому:         exp ln ,fq qd w d w q fi i
                    где  w   – 

весовой множитель (Князева, Макаренко, 2009). Полагая, что (3) справедливо лишь в 

пределе исчезающих   ( 0, log    ) и используя метод перевала в точке 

максимума функции   q f  , можно получить 

      1exp ln ~ .qD qq fq
ii

q f                                         (3а) 

При условии    , 0q f f     из (3а) следуют соотношения: 

     1 , 1q q
d

D q f q D q
dq

          , (4)

которые позволяют перейти от переменных ( , )qq D  к сопряженным переменным 

  , f  . Последняя формула в (4) известна как преобразование Лежандра. Фактически, 

это преобразование сводится к нахождению разности между функцией и прямой ,y q  

коэффициент наклона которой q  находится из условия:  .q f   Преобразование Ле-

жандра всегда приводит к выпуклой функции. График   ,f    является выпуклой 
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функцией и называется лежандровским  lf  -спектром. Численное дифференцирование, 

необходимое при вычислении (4), ухудшает оценки мультифрактального спектра.  

К счастью, существует способ оценки спектра, который не использует преобразо-

вание Лежандра (Chhabra, Jensen, 1989). Он основан на двух выражениях:  

 
    

 
    

0

0

, lg ,
lim

lg

, lg ,
lim

lg

i ii

i ii

q q
f q

q P q
q





   


  















 . (5)

Здесь  f q  – мультифрактальный спектр, q  – вес статистических моментов,  iP   – ве-

роятностная борелева мера на масштабе  , ( )q  – гельдеровский показатель регулярно-

сти меры  ,i q  , вычисленной на масштабе   с нормированными статистическими мо-

ментами:      , .q q
i i jj

q P P      

Для изображений мера  iP   вычисляется обычно как сумма «уровней серого» в 

малой окрестности каждого пиксела. Однако, большая вариабельность поля не позволяет 

уверенно выделить «инерционный диапазон», т.е. интервал масштабов, на котором можно 

оценить ( )f   по наклонам графиков  f q  и ( )q , построенных в двойном логарифми-

ческом масштабе. Для того чтобы избежать эту трудность, мы предложили использовать 

вместо фотометрической меры так называемые миопические емкости Шоке (Макаренко и 

др., 2008; Макаренко, 2009). Они не аддитивны, но сохраняют свойство монотонности. 

Мы использовали емкость Iso ( Ic ), которая определяется следующим образом.  

Рассмотрим замкнутую область   на изображении и обозначим через    ,p x p y
 

уровни серого в пикселях  ,x y  . Будем считать, что два пикселя l  эквивалентными 

с точностью до выбранного порога l , если    p x p y l  . Пусть ( )W i   сканирующее 

квадратное окно, размером i i  пиксел, 2 1, 0,1,2,...i n n    и пусть cp  – интенсивность 

центрального пикселя окна. Тогда Ic  в окне определяется как максимальное число пиксе-

лей в нем, l   эквивалентных центральному cp : 

       max # | , ( )I
c

x
c W i x p x p l x W i     . 

Сканируя всю область  , мы приписываем значение емкости каждому из ее пикселей. 

Используя Iso-емкость Ic  вместо борелевых мер  iP   в формуле (5), начиная с мини-

мального масштаба 3   пикселя, можно получить корректные оценки мультифракталь-
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ного спектра. Следует заметить, что существуют и другие способы введение конечных 

(Радоновых) мер на изображении. Так, можно использовать лапласиан от свертки изобра-

жения с гауссовским ядром (Xu et al.,2009). 

 
 

2. Оценка спектров для природных изображений 
 

Мы использовали базу данных высоко контрастных цифровых природных изобра-

жений, доступную на сайте http://www.cfar.umd.edu/~fer/website-texture/texture.htm В каче-

стве примера, на рис. 1 (вверху) приведены фрагменты изображений коры пробкового де-

рева и гальки, взятые из этой базы. Мультифрактальные спектры для этих изображений 

представлены на рис. 1 (а, б). Были использованы емкости Iso. Видно, что спектры коры и 

гальки имеют каноническую (Harte, 2001), выпуклую вверх, форму. 
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Рис. 1. Изображения и их спектры для коры пробкового дерева (а) и гальки (б).  
Емкость Iso, диапазон изменения порядка моментов меры q=[-30,30]. Различные кривые 
соответствуют разным комбинациям размера окна W и порога l  для оценки емкости  

 

Полученный результат показывает, прежде всего, что присутствие на HR снимке 

множества статистически похожих элементов может продуцировать мультифрактальный 

спектр даже в тех ситуациях, когда процессы продуцирующие наблюдаемые паттерны не 

известны в явном виде. Любопытно, что такие спектры удалось получить даже для неко-

торых произведений живописи (Abry, Wendt, Jaffаrd, 2013). 
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3. Статистические свойства фотометрических мер для природных изображений 
 

Статистические свойства HR изображений обычно описывают первыми 4-мя 

моментами: средним значением  , стандартным отклонением  , несимметричностью 

распределения (skewness) S  и эксцессом (kurtosis)   (Lee et al., 2003; Mumford, Desol-

neux, 2010). Основой служит график зависимости функции правдоподобия log ( )pdf , 

где pdf  – плотность распределения, от одномерной вариации интенсивности фотомет-

рической меры. Существует два варианта построения такой вариации. В первом из них 

используется разность логарифмов между текущим и средним значениями 

log( ( , ) (log( ( , 1))D I i j I i j   . Во втором случае это разность между значениями лога-

рифмов в соседних пикселах  
 

log( ( , ) log( ( , 1))D I i j I i j   . (6)
 

Ниже использовался последний вариант.  

Эксцесс является наиболее существенной статистикой для HR изображений. Он 

определяется выражением 
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и показывает, насколько распределение является остроконечным или плоским по сравне-

нию с нормальным распределением. Выборка данных с высоким значением эксцесса, как 

правило, имеет отчетливый пик около среднего значения, довольно быстрое снижение, и 

тяжелые хвосты. Данные с низким эксцессом имеют плоскую вершину. Для гауссовского 

распределения значение ( ) 3p  , в то время как для природных изображений эксцесс 

значительно больше:  ( ) 10 20p    (Mumford, Desolneux, 2010).  

На рис. 2 и 3 приведены функции правдоподобия для изображений коры пробково-

го дерева, гальки, и двух ландшафтов, полученных с космических аппаратов. Первое из 

них – это фрагмент месторождения Узень (IRS) со статическими моментами µ = 0,0072, 

σ = 0,1,  S = –0,2966, κ(р) = 17,87. Второе – предгорья Алматы (Landsat) cо статистиками 

µ = 0,0052, σ = 0,022,  S = –0,038, κ(р) = 7,71. Относительно небольшое значение эксцесса в 

последнем случае обусловлено крупномасштабными структурами на изображении.  

Мы наблюдаем для ДДЗ (рис. 3) те же особенности поведения функции правдопо-

добия, которые были описаны для наземных HR снимков природных ладшафтов (рис. 2 и 

(Nevado et al., 2000)). 
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Рис. 2. Функции правдоподобия для изображения коры (а) и гальки (б) По горизонтальной 
шкале вариация D, согласно (6) 

 
 

  

(а) (б) 
Рис. 3. Функция правдоподобия для изображений природных ландшафтов: месторожде-
ние Узень (IRIS) (а) и предгорья Алматы (Landsat) (б). По горизонтальной шкале вариация 

D, согласно (6) 
 
 

Заключение 
 

Сведения о статистике природных изображений очень важны во многих приложе-

ниях, таких как сжатие, редукция шума и задачах распознавания ДДЗ. Разнообразие тек-

стур и вариабельность контраста в HR-изображениях не позволяют адекватно описать 

природные изображения простыми параметрическими моделями Пирсоновского типа. 
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Наиболее общим типом симметрии в окружающем нас Мире является масштабная инва-

риантность, которая наблюдается в широком диапазоне объектов: от океанических пото-

ков (Turiel et al., 2005) до картин Ван Гога (Abry, Wendt, Jaffаrd, 2013). 

Мы обсуждаем в статье детальные свойства статистической масштабной инвари-

антности HR природных изображений. Аналогия между статистикой турбулентных каска-

дов и особенностями высококонтрастных изображений (Turiel et al., 1998) подтверждается 

прямыми оценками мультифрактальных спектров, полученными с использованием емко-

стей Шоке (Макаренко и др., 2008). Кроме того, мы приводим статистические характери-

стики снимков из ДДЗ и показываем, что их характеристики аналогичны особенностям, 

описанным в монографии (Mumford, Desolneux, 2010). Отличительной особенностью кос-

мических снимков является островершинная функция правдоподобия с тяжелыми хвоста-

ми, вогнутыми крыльями и соответствующим ей высоким значением куртозиса. Таким 

образом, можно считать вполне обоснованным использование мультифрактального фор-

мализма для сегментации и текстурного анализа спутниковых изображений земных ланд-

шафтов. 

 

Работа выполнена при поддержке грантов № 0866/ГФ2 и 2308/ГФ3 МОН РК. 
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Properties of scale invariance are usually associated with power statistics in the distribution of samples. This inva-
riance or scaling appears asymptotically as heavy-tails of some distributions or explicitly, as the laws of Pareto-type 
distribution of random variables. Power function retains its shape when zooming. This property is abstracted as a 
statistical self-similarity of the data samples or multifractality of the measure. A quantitative description of statistical 
self-similarity reduces to estimating the multifractal spectrum. There are two approaches to obtaining such esti-
mates. The first is based on the microcanonical formalism and reduces to the calculation of local exponents Holder 
for suitable measures. Spectrum itself is then obtained using the histograms. The second approach is based on the 
canonical formalism and computing the moments of the partition function. In this case, the local behavior of the 
measures can describe the number of the moment and the time corresponding generalized Renyi dimensions. The 
transition to the adjoint Legendre variables leads to multifractal spectrum. It has long been observed that most of the 
high-contrast digital images of terrestrial landscapes have attributes of power statistics. In this paper, we estimate 
multifractal spectra for such images. The existence of such spectra allows to correctly apply the methods of multi-
fractal segmentation to remote sensing images.  
 
Keywords: power asymptotics, multifractality, Choquet capacities, data of remote sensing, statistics of heavy tails. 
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