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Наиболее универсальной и перспективной технологией решения задач мониторинга и анализа природной 
среды является четырехмерное вариационное усвоение данных наблюдений.  Наряду с разработкой и обос-
нованием алгоритмов численного решения задач вариационного усвоения данных, важную роль играют 
свойства самого оптимального решения. До сих пор малоисследованным является вопрос о чувствительно-
сти решений задач вариационного усвоения к погрешностям данных наблюдений.  
В настоящей работе рассмотрены численные алгоритмы исследования чувствительности решения задачи 
вариационного усвоения данных о температуре поверхности моря, полученных со спутника, с целью вос-
становления потоков тепла на поверхности. Получено уравнение для погрешностей оптимального решения 
через ошибки данных наблюдений. Это уравнение приводит к определению коэффициентов чувствительно-
сти, которые характеризуют степень влияния ошибок данных наблюдений на оптимальное решение задачи 
вариационного усвоения. Для пересчета данных спутниковых наблюдений на расчетную равномерную сетку 
численной модели термодинамики Балтийского моря использовался оригинальный алгоритмы  интерполя-
ции данных. В заключении представлены численные эксперименты в приложении к модели термодинамики 
Балтийского моря, определены районы акватории Балтийского моря наиболее чувствительные к ошибкам 
данных наблюдений и проведен анализ полученных результатов.  
 
Ключевые слова: математическое моделирование, данные спутниковых наблюдений, вариационное усвое-
ние данных, оптимальное управление, сопряженные уравнения, чувствительность к погрешностям. 
 
 

Введение 
 

Наиболее универсальной и перспективной технологией решения задач мониторин-

га и анализа природной среды является четырехмерное вариационное усвоение данных 

наблюдений. В работе (Пармузин и др., 2012) сформулирована и исследована задача ва-

риационного усвоения данных о температуре поверхности моря, разработан алгоритм 

численного решения задачи и приведены результаты численных экспериментов на приме-

ре акватории Черного моря с целью определения потоков тепла на поверхности. Наряду с 

разработкой и обоснованием алгоритмов численного решения задач вариационного ус-

воения данных, важную роль играют свойства самого оптимального решения. До сих пор 

малоисследованным является вопрос о чувствительности решений задач вариационного 

усвоения к погрешностям данных наблюдений. Некоторые результаты по исследованию 

чувствительности решений задач вариационного усвоения данных можно найти в работах 

(Gejadze et al., 2011; Gejadze, Shutyaev, 2012; Shutyaev et al., 2012). Мы рассмотрим задачу 

вариационного усвоения данных наблюдений о температуре поверхности моря для модели 

термодинамики в постановке, аналогичной введенной в работе (Агошков и др., 2008). В 



работе (Parmuzin, Shutyaev, 2013) получено уравнение, связывающее погрешности опти-

мального решения задачи вариационного усвоения с ошибками данных наблюдений через 

Гессиан функционала стоимости, и предложены алгоритмы вычисления коэффициентов 

чувствительности как норм операторов отклика, возникающих в уравнениях для погреш-

ностей, на основе которых в настоящей статье проведены численные эксперименты по 

вычислению спектра Гессиана и сравнению оптимальных решений (потоков на поверхно-

сти) в возмущенной и невозмущенной задачах вариационного усвоения в приложении к 

акватории Балтийского моря. 

 

1. Формулировка задачи 

 Рассмотрим задачу термодинамики моря в виде (Алексеев, Залесный, 1993; Марчук 

и др., 1987):  

 

 

 

  (1.1) 

 

 
 
 
где ( )T T x y z t     – неизвестная функция температуры, 0 1( )t t t  , ( ) (0 )x y z D H      , 

2R , ( )H H x y   – функция рельефа дна, ( )Q Q x y t    – суммарный приток тепла, 

( )U u v w   , Ta  diag (( ) )T iia , 11 22( ) ( )T T Ta a   , 33( )T Ta  , ( )T Tf f x y z t     – заданные 

функции. Граница области D    представляется как объединение четырех непересе-

кающихся частей S , w op , w c , H , где S    (невозмущенная поверхность моря), 

w op  – жидкая (открытая) часть вертикальной боковой границы, w c  – твердая часть вер-

тикальной боковой границы, H  – дно моря. Другие обозначения и детальное описание 

постановки задачи можно найти в работах (Агошков и др., 2008, Zalesny et al., 2013).  

 Задачу (1.1) можно записать в форме операторного уравнения:  

 

 0 1

0 0

( )

при
tT LT F BQ t t t

T T t t
      

  
 (1.2) 

   

0 1

0 0

0 1 0 1

0 1

0 1

( ) ( ) в ( )ˆ

при в

на ( ) 0 на ( )

на ( )

0 на ( )

Tt T

T S w c

T

n n T T w op

T

H

T

T U Grad T Div Grad T f D t ta

T T t t D

T T
Q t t t t

z N

T
T d Q t tU U

N

T
t t

N

 

 



       

  

 
          

 


      



    



18



19

где равенство понимается в слабом смысле, а именно:  

 
     (1.3) 

 
при этом L , F, B определяются следующими соотношениями:  

 
 
 
 

 
 
 

 
а функции Ta , TQ , Tf , Q  таковы, что равенство (1.3) имеет смысл. Свойства оператора L  

исследованы в работе (Агошков и др., 2008).  

 
 

2. Задача об усвоении данных о температуре поверхности моря 
 

Мы рассмотрим задачу об усвоении данных о температуре поверхности моря (см. 

(Агошков и др., 2008; Parmuzin, Agoshkov, 2012). Предположим, что в задаче (1.1) функ-

ция 2 0 1( ( ))Q L t t    неизвестна. Пусть задана функция данных наблюдений obs ( )T x y t   

на    при 0 1( )t t t  , которая по своему физическому смыслу есть приближение к 

функции поверхностной температуры на  , т.е. к 0zT  . Предполагаем, что 

obs 2 0 1( ( ))T L t t   , однако большей гладкостью функция obsT  может не обладать, поэтому 

ее нельзя использовать в качестве граничного условия на S . Допускается случай, когда 

obsT  имеется лишь на некотором подмножестве из 0 1( )t t  , характеристическую функ-

цию которого обозначим через 0m . Вне этого подмножества для определенности считаем 

obsT  тривиальной.  

 Рассмотрим задачу об усвоении данных о температуре поверхности в виде: найти 

T  и Q , такие что  
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(0) (0) ( )Q Q x y t    – заданная функция, 0const   .  

 При 0   поставленная задача вариационного усвоения данных имеет единствен-

ное решение. Существование оптимального решения следует из классических результатов 

теории экстремальных задач, так как нетрудно показать, что решение задачи (1.2) непре-

рывно зависит от потока Q  (имеют место априорные оценки в соответствующих функ-

циональных пространствах).  

 При 0   задача имеет решение не всегда, однако как показано в работе (Агошков 

и др., 2008), имеет место однозначная и плотная разрешимость, что позволяет построить 

последовательность регуляризованных решений, минимизирующую функционал.  

Система оптимальности, которая определяет решение сформулированной задачи 

вариационной ассимиляции данных (2.1)-(2.2) согласно необходимому условию 

0gradJ  , имеет вид:  

 

 0 1

0 0

в ( )

при
tT LT F BQ D t t

T T t t
     

  
 (2.3) 

 0 obs 0 1

1

( ) ( ) в ( )

0 при
tT L T Bm T T D t t

T t t

  



      
  

 (2.4) 

 (0)
0 1( ) 0 на ( )Q Q T t t        (2.5) 

 
где L B   – операторы, сопряженные к L, B, соответственно.  

 В дальнейшем мы предполагаем, что 0 0 1supp( ) [ ]m t t    и исследуем вопрос о 

чувствительности оптимального решения Q  к входным данным, а именно к погрешно-

стям задания функций obsT  и (0)Q .  

 
 

3. Погрешность оптимального решения и коэффициенты чувствительности 
 
В результате решения задачи вариационного усвоения данных, изложенной в раз-

деле 2, мы получаем функцию полного потока Q , которая является оптимальным решени-

ем в смысле минимизации функционала (2.2). Это решение зависит от функции данных 

наблюдений obsT  на поверхности моря. Важным является вопрос о чувствительности оп-

тимального решения Q  к изменениям функции obsT . Этот вопрос имеет большое значение 

с точки зрения прогноза, поскольку оптимальное решение, найденное в результате реше-
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ния задачи вариационного усвоения, используется в дальнейшем для интегрирования мо-

дели на следующем временном интервале. В настоящем разделе рассматриваются алго-

ритмы исследования чувствительности оптимального решения к погрешностям данных 

наблюдений. 

Пусть данные наблюдений заданы с ошибками:  
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1 obs 0 2zQ Q T T         (3.1) 

 
где 1 2 2 0 1( ( ))L t t     , а T  есть точное решение прямой задачи при Q Q :  
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Функции 1 2   можно рассматривать как погрешности входных данных (0)Q  и obsT  

соответственно. Влияние этих ошибок на оптимальное решение Q , полученное из систе-

мы оптимальности (2.3)–(2.5) исследовалось в работе (Parmuzin, Shutyaev, 2013), где  по-

казано, что уравнение для погрешности оптимального решения при 0   имеет единст-

венное решение  
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где оператор 0H H E    E  – единичный оператор, а 0H  определяется на 

2 0 1( ( ))v L t t    последовательным решением задач:  
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а оператор R  определен в работе (Parmuzin, Shutyaev, 2013). 

 Таким образом, погрешность оптимального решения Q  в явном виде выражается 

через погрешности исходных данных 1 2  . В работе (Parmuzin, Shutyaev, 2013) детально 

исследованы свойства операторов задачи и приведены оценки для коэффициентов чувст-

вительности, описывающих чувствительность оптимального решения задачи вариацион-

ного усвоения данных наблюдений для модели динамики моря. Здесь следует подчерк-
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нуть, что при конечномерной аппроксимации 0H  оказывается плохо обусловленной мат-

рицей, у которой наименьшее собственное число min  близко к нулю. В этом случае ко-

эффициент 2r , нижняя граница спектра оператора 0H , может быть достаточно большим, 

т.е. оптимальное решение может быть очень чувствительным к ошибкам наблюдений. Это 

означает, что в данной задаче необходимо введение регуляризатора с параметром 0  , 

что сделает задачу определения оптимального решения устойчивой по отношению к 

ошибкам наблюдений.  

 
 

4. Результаты численных экспериментов 
 

Для численных экспериментов мы воспользовались трехмерной численной моде-

лью гидротермодинамики Балтийского моря, разработанной в ИВМ РАН на основе метода 

расщепления (Zalesny et al., 2013) и дополненной (Агошков и др., 2008; Parmuzin, Agosh-

kov, 2012) процедурой ассимиляции температуры поверхности obsT  с целью восстановле-

ния потоков тепла Q . 

 В качестве объекта моделирования рассматривается акватория Балтийского моря. 

Параметры рассматриваемой области и ее географические координаты могут быть описа-

ны следующим образом:  -сетка 336x394x25 (соответственно, по широте, долготе, глу-

бине). Первая точка "сетки C " (Дианский и др., 2002) - точка с координатами 9,406° вос-

точной долготы и 53,64° северной широты. Шаги сетки по x  и y  по постоянны и равны 

соответственно 0,0625 и 0,03125 градуса. Шаг по времени 5t   минут.  

 В качестве obsT  использовались среднесуточные данные ночной температуры по-

верхности Балтийского моря Датского метеорологического института, подготовленные 

основе измерений радиометров (AVHRR, AATSR и AMSRE) и спектрорадиометров  

(SEVIRI и MODIS) (Karagali et al., 2012). Для пересчета данных наблюдений на расчетную 

сетку численной модели термодинамики Балтийского моря использовались алгоритмы 

интерполяции данных (Захарова, Лебедев, 2010; Zakharova et al., 2013).  

 В качестве (0)Q  использовался среднеклиматический поток, полученный по дан-

ным реанализа NCEP (National Center for Environmental Prediction). С помощью упомяну-

той модели гидротермодинамики, дополненной “процедурой ассимиляции” температуры 

поверхности obsT , были проведены расчеты на акватории Балтийского моря, в которых ра-

ботал алгоритм усвоения лишь в некоторые моменты времени 0t , при этом 1 0t t t   .  
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 Целью экспериментов являлось численное исследование чувствительности опти-

мального решения Q  к ошибкам наблюдений на интервале 0 1( )t t . В первой серии экспе-

риментов проводились расчеты собственных значений k  Гессиана 0H , которые опреде-

ляют коэффициенты чувствительности (Parmuzin, Shutyaev, 2013) . Были выявлены по-

добласти, соответствующие наименьшим значениям k , в которых оптимальное решение, 

согласно теории, может быть наиболее чувствительным к ошибкам наблюдений. Во вто-

рой серии экспериментов проводился расчет потока Q  на интервале 0 1( )t t  по заданным 

obsT  с помощью упомянутого алгоритма усвоения, а затем в obsT  вносились возмущения 

obsT  и той же процедурой вычислялся возмущенный поток Q . По значениям погрешно-

стей в потоках Q  определялись точки области, в которых возмущенный поток Q  наибо-

лее отклоняется от Q .  

 При реализации процедуры усвоения на одном шаге по времени 1 0t t t    рас-

сматривалась система вида (2.3)–(2.5), где под (2.3)–(2.4) понимаются конечномерные 

аналоги соответствующих задач (Агошков и др., 2008).  

 При конечномерной аппроксимации, когда интервал 0 1( )t t  является шагом дискре-

тизации по времени, Гессиан 0H , определяемый по формулам (3.3), обладает полным на-

бором собственных функций, в качестве которых можно взять  

 

 
1

0 иначе
k l

k l

x x y y
Q

    


 
 

 
где ( )k lx y  - точки сетки на  . При этом собственные значения kl , отвечающие klQ , 

можно определить последовательно по формулам при k lx x y y   :  
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      
  

 (4.2) 

 при 0kl z      (4.3) 

 
при этом для упрощения записи под (4.1), (4.2) понимаются конечномерные аналоги соот-

ветствующих задач (Агошков и др., 2008).  

Приведем некоторые результаты численных экспериментов по исследованию чувстви-

тельности оптимального решения.  

 

൝  
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 Результаты расчета при 0 20t   часов 50 минут (250 временных шагов модели) 

представлены на рис. 1, где приведены собственные числа Гессиана 0H  согласно форму-

лам (4.1)–(4.3).  

 

 
 

Рис. 1. Собственные числа Гессиана 0H  после 250 шагов расчета 

 
 Наименьшие собственные числа kl , близкие к нулю, соответствуют точкам x y , 

лежащим вблизи областей с небольшой глубиной, особенно в местах на склонах впадин 

(см. рис. 7). Аналогичная картина наблюдается, когда 0 41t   час 40 минут (500 времен-

ных шагов модели) (рис. 2), хотя можно заметить отличия на рис. 1 и 2. Таким образом, 

оптимальное решение оказывается чувствительным к погрешностям наблюдений в точках 

поверхности вблизи этих областей, и устойчивость задачи о восстановлении потоков теп-

ла на поверхности может ухудшаться в этих точках.  

 Для проверки теоретических выводов были проведены численные эксперименты с 

алгоритмом усвоения для возмущенной поверхностной температуры 

obs obs obs 0T T constT       . Полученные в результате усвоения потоки Q  сравнива-

лись с невозмущенными потоками Q .  

 На рис. 3-4 представлены значения Q Q Q    для случая, когда алгоритм усвое-

ния включался в моменты времени: 0 20t   часов 50 мин (рис. 3), 0 41t   час 40 мин 

(рис. 4) при ε=0,01, δТobs=Тobs. Из рис. 3-4 видно, что наибольшая ошибка в оптимальном 
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решении Q  наблюдается вблизи тех участков расчетной области, где происходит изме-

нение глубины Балтийского моря (см. рис. 7) , что соответствует в целом полученным ра-

нее рис. 1-2.  

 

 
 

Рис. 2. Собственные числа Гессиана 0H  после 500 шагов расчета 

 

 
 
Рис. 3. Разность невозмущенного и возмущенного потоков при расчете на 250 шагов 
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Рис. 4. Разность невозмущенного и возмущенного потоков при расчете на 500 шагов 

 
 

 
 

Рис. 5. Сингулярные числа оператора 1H R  после 250 шагов расчета 

 
 На рис. 5-6 представлены сингулярные числа, которые определяют коэффициент 

чувствительности 2r  (Parmuzin, Shutyaev, 2013).  
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Рис. 6. Сингулярные числа оператора 1H R  после 500 шагов расчета 

 

 
 

Рис. 7. Топография Балтийского моря  
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 Проведенные исследования позволяют решать задачу по определению подобла-

стей, в которых оптимальное решение наиболее чувствительно к ошибкам наблюдений 

при вариационном усвоении данных, в случае, когда значения ошибок заранее не из-

вестны.  

 Численные эксперименты подтверждают также, что в данной задаче необходимо 

введение регуляризатора с параметром 0  , что сделает задачу определения оптималь-

ного решения устойчивой по отношению к ошибкам наблюдений.  

 
 

Заключение 
 
 В настоящей работе рассмотрены численные алгоритмы исследования чувстви-

тельности решения задачи вариационного усвоения данных о температуре поверхности 

моря, полученных со спутника, с целью восстановления потоков тепла на поверхности. 

Уравнение для погрешностей оптимального решения через ошибки данных наблюдений 

связано с Гессианом задачи. Это уравнение приводит к определению коэффициентов чув-

ствительности как норм операторов отклика, которые характеризуют степень влияния 

ошибок данных наблюдений на оптимальное решение задачи вариационного усвоения.  

 Численные эксперименты для модели динамики Балтийского моря показали, что 

задача о восстановлении потоков тепла на поверхности моря может быть неустойчивой в 

точках, лежащих вблизи областей с небольшой глубиной. Необходимо введение регуляри-

затора с параметром  , чтобы сделать задачу определения потоков устойчивой по отно-

шению к ошибкам наблюдений. Предложенная методология позволяет определять подоб-

ласти, в которых оптимальное решение наиболее чувствительно к ошибкам наблюдений 

при вариационном усвоении данных. 
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14-11-00609, в рамках которого проводились следующие исследования: постановка задачи 

о чувствительности оптимального решения для модели динамики Балтийского моря, раз-

работка алгоритма, проведение численных расчетов) и РФФИ (проект 14-01-31195-мол_а, 

"Исследование и разработка эффективных алгоритмов интерполяции гидрофизических 

данных наблюдений океанов и морей". В рамках этого проекта была произведена интер-

поляция данных наблюдений на сетку модели для проведения эксперимента). 
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The most versatile and promising technology for solving problems of monitoring and analysis of the natural envi-
ronment is a four-dimensional variational data assimilation of observation data. In such problems, not only the de-
velopment and justification of algorithms for numerical solution of variational data assimilation problems but the 
properties of the optimal solution play an important role. Currently, the question about the sensitivity of the solu-
tions to the errors of these observations remains underexplored.  
In this work, the algorithms are formulated to study the sensitivity of the optimal solution with respect to the obser-
vation data errors in a variational data assimilation problem with the aim to restore the heat fluxes using the sea sur-
face temperature data for the time-dependent system of thermodynamic equations.  The satellite data of the sea sur-
face temperature used to construct the observation data field that is used in the data assimilation procedure. The re-
sults of numerical experiments applied to the numerical model of the Baltic Sea thermodynamics are presented.  
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