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Использование метода сопряженных уравнений 
при идентификации источников загрязнения в Азовском море
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Последовательные спутниковые изображения позволяют получать информацию об изменении пространствен-
ных структур, определяемых в оптическом диапазоне, в первую очередь концентрацией рассеивающей взвеси. 
Совместное использование спутниковых данных и моделей переноса пассивной примеси представляет инте-
рес для определения источников поступления взвешенного вещества. На тестовом примере показана работо-
способность вариационного алгоритма идентификации, произведено сравнение численного моделирования 
с последовательными спутниковыми изображениями сканера MODIS. Вариационный алгоритм идентифи-
кации мощности источника загрязнения осуществлен для района косы Долгой. При реализации алгоритма 
ассимиляции данных измерений в модели переноса пассивной примеси используются градиентные методы 
поиска оптимальных оценок. Поиск осуществляется за счет минимизации квадратичного функционала каче-
ства прогноза. Решение сопряженной задачи используется при построении градиента функционала качества. 
На основе вариационного метода ассимиляции данных измерений построен алгоритм поиска оптимальных 
оценок мощности источника загрязнения. При реализации алгоритма осуществляется интегрирование основ-
ной, сопряженной задач и задачи в вариациях. Последняя решается для определения итерационного парамет- 
ра при осуществлении градиентного спуска. При интегрировании задач используются TVD аппроксимации. 
Для реализации процедуры были получены по модели POM в сигма координатах для акватории Азовского 
моря поля течений, коэффициенты турбулентной диффузии при восточном ветровом воздействии, которое 
преобладало в наблюдаемый период времени. Для этого промежутка времени серия спутниковых снимков, 
характеризующих поверхностную концентрацию взвешенного вещества в Азовском море, дает представление 
о динамических процессах, происходящих в бассейне. Решение сопряженной задачи и построение функций 
влияния позволило определить прибрежные области, влияющие на повышенную концентрацию взвешенно-
го вещества в районе косы Долгой, которая наблюдается на спутниковых снимках. Произведено сравнение 
модельных оценок со спутниковой информацией о концентрации взвешенного вещества. Анализ результатов 
показал хорошую согласованность результатов численного моделирования со спутниковой информацией при 
задании источника примеси вдоль северной береговой линии косы Долгой, где в основном происходит взму-
чивание при данных динамических условиях. В дальнейшем результаты могут быть использованы при усвое-
нии цифровых данных о концентрации взвешенного вещества.
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Введение

При изучении динамики распространения примесей необходимо использование как 
современных математических моделей (Blumberg, Mellor, 1987; Фомин, 2002; Иванов, Фо-
мин, 2008), так и методов усвоения данных измерений (Marchuk, Penenko, 1978; Марчук, 
1982), которые позволяют идентифицировать входные параметры модели. Вариационные 
алгоритмы усвоения данных измерений основаны на минимизации квадратичного функци-
онала качества прогноза, характеризующего отклонения модельного решения от измерен-
ных значений поля концентрации. При этом модель переноса пассивной примеси высту-
пает в качестве ограничений на вариации входных параметров. Реализация итерационного 
процесса поиска оптимального распределения входных параметров численного моделиро-
вания основана на решении сопряженных задач, позволяющих строить градиенты функци-
онала качества в пространстве параметров. Решение соответствующих сопряженных задач 
является функциями влияния тех или иных параметров на некоторые интегральные харак-
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теристики поля концентрации (Марчук, 1982). Поэтому их построение и анализ представ-
ляет определенный интерес с точки зрения идентификации возможных источников загряз-
нений.

Модель переноса

	 В качестве модели переноса пассивной примеси в Азовском море рассмотрим 
следующее уравнение в σ -координатах:

,          (1)
 

 

с краевыми условиями:

				    (2)

и начальными данными

,                                                  (3)

где C – концентрация примеси; U, V, W – компоненты поля скорости; AH и KH– коэффициен-
ты турбулентной диффузии в горизонтальном и вертикальном направлениях; D (x, y)  – ди-
намическая глубина; σ  – вертикальная координата ( σ = 0  на поверхности, σ = −1на дне);  
QS (x, y), QB (x, y)– переменные мощности источника на поверхности и на дне; Г – граница 
области M; M – область интегрирования модели; [           ]= ×M M T0,t .

Сопряженная задача

Поставим в соответствие (1)–(3) сопряженную задачу:
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При выводе (4) учтено соотношение, полученное из уравнения неразрывности:

				    .                                               (5)

Умножая (1)–(3) на ∗C и интегрируя по частям с учетом (4) и (5), получим:

						      .                                                    (6)

Выбираем ( )= Ωh m1  в области Ω  и  h = 0 вне области Ω, здесь  m – мера некоторой 
области Ω∈ M . При этом в левой части выражения (6) получаем среднюю концентрацию 
CT  в Ω  на момент времени  T.

Выбрав в качестве Ω  ячейку расчетной сетки, имеем:

							     
.                                                         (7)

Таким образом при решении серии сопряженных задач (4) с выбранными значени- 
ями h по формуле (7) осуществляется оценка поля концентрации в некоторой ячейке рас-
четной сетки (Кочергин С.В., Кочергин В.С., Фомин, 2012). Начальные данные C0  могут 
соответствовать любому моменту времени [ ]∈t T0,0 , при этом процедура восстановления 
поля концентрации пассивной примеси CT  реализуется на интервале времени [ ]t T,0 . 
При интегрировании сопряженных задач осуществляется запись C*  на каждом моменте 
времени для восстановления CT  по различным начальным данным Ct0 .

Выбирая h = 1 в области Ω  и h = 0 вне её, можно оценить суммарную концентра- 
цию на конечный момент времени в области Ω  по формуле:

.         

При этом решение сопряженной задачи является весовой функцией при начальных 
данных, то есть по C0

*  можно судить, какие области М оказывают влияние на формиро- 
вание полей концентрации примеси в Ω .

Результаты численных экспериментов

Численные эксперименты проводились с моделью (Фомин, 2003) для акватории 
Азовского моря. Были получены поля течений и коэффициенты турбулентной диффузии 
при различном ветровом воздействии, которые использовались в качестве входных параме-
тров при интегрировании модели переноса пассивной примеси на срок 5 суток. При этом 
шаг по времени =t 240D  сек, шаг по пространству =x 0,78D  км, =y 1,125D  км. По верти-
кали в модели используется расчетная сетка в σ  – координатах с 15 горизонтами. Дина-

σ
+ + + =D

t
DU
x

DV
y

W∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

0

∫∫ = ∗hC dM C C dM
MM

0

∫= ∗C C C dMT
M

0

∫∫ ∫Ω= =
Ω
C d C dM C C dMT T

M M
0 0

*



53

мические поля, полученные по данной модели, использовались в работах (Кочергин, 2012; 
Кочергин С.В., Кочергин В.С., 2015) для реализации тестовых расчетов по идентификации 
мощностей источников постоянной и переменной мощности в Казантипском заливе Азов-
ского моря. Алгоритм вариационной идентификации мощности источника подробно опи-
сан в (Кочергин С.В., Кочергин В.С., 2015). Результаты расчетов показали надежную рабо-
ту алгоритмов и хорошую сходимость итерационных процессов поиска оптимальных зна-
чений параметров. 

На рис. 1, 2 представлены снимки поверхности Азовского моря, на основании ко-
торых по яркости регистрируемого излучения можно судить о динамических процессах, 
происходящих в акватории Азовского моря. Данная динамика сформировалась под воз-
действием ветров (http://dvs.net.ru/mp/data/201507vw.shtml) северо-восточного и восточно-
го направления со значениями около 10 м/с. По направлению распространения продуктов 
горения от источников на суше также можно судить о направлении ветра.

Рис. 1. Концентрация взвешенного вещества 16 октября 2015 года

Рис. 2. Концентрация взвешенного вещества 17 октября 2015 года
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На первом этапе расчётов в качестве Ω  была выбрана область, изображенная на рис. 3, 
расположенная в области повышенной концентрации взвешенного вещества, у мыса косы 
Долгой. Результат интегрирования сопряженной задачи представлен на рис. 4. Из рис. 4 
видно, что на концентрацию взвешенного вещества в указанном районе в основном влияет 
прибрежная зона вдоль косы Долгой. На втором этапе расчётов был задан постоянный 
источник в указанной прибрежной области и проведен эксперимент по моделированию 
распространения примеси по модели (1)–(3). Результат такого моделирования представлен 
на рис. 5. Сравнивая результат моделирования с данными, полученными с ИСЗ, можно сде-
лать вывод о достаточно адекватном описании моделью динамических процессов в Азов-
ском море при таком ветровом воздействии. Результат моделирования в дальнейшем ис-
пользовался в качестве данных измерений при реализации вариационного алгоритма асси-
миляции. На рис. 6 показано падение нормированного функционала качества прогноза. 
Величина  I0 является значением квадратичного функционала качества прогноза на пер- 
вой итерации.

Рис. 3. Область Ω

Рис. 4. Функция влияния
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В процессе итераций (рис. 6) происходит падение нормированного функционала ка-
чества прогноза, и восстанавливается известное постоянное значение QB (рис. 7). В данном 
случае на дне в прибрежной зоне косы Долгой задается источник, модуль мощности кото-
рого равен единице. 

Проведенные численные эксперименты показали надежную работу вариационного 
алгоритма идентификации входных параметров численного моделирования. Идентифи-
кация местоположения источника, реализованная на основе решения сопряженной зада-
чи, дала хорошее соответствие со спутниковыми данными. В дальнейшем подход может 
быть использован при ассимиляции реальных данных о концентрации взвешенного веще-
ства, определяемого по спутниковым снимкам для идентификации возможных источни-
ков загрязнения и параметризации динамических процессов переноса примесей различной 
природы.

Рис. 5. Модельное поверхностное распределение пассивной примеси от заданного источника
постоянной мощности

Рис. 6. Падение нормированного функционала качества прогноза
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Successive satellite images provide information about the changes in spatial structures measured in the optical range, 
especially by tracking the scattering suspended matter concentration. The joint use of the satellite data and passive 
admixtures transfer models is of interest in identifying the sources of suspended matter. The test example demonstrates 
the efficiency of variational identification algorithm and outlines a comparison between numerical simulation and 
successive satellite images taken by the MODIS scanner. The variational pollution source identification algorithm is 
implemented for the region of the Dolgaya Spit. The measurement data assimilation algorithm in the passive admixture 
transfer model is implemented using gradient methods for optimal estimate retrieval. The retrieval is carried out by 
means of minimizing a quadratic function of prediction quality. The linked problem solving is used in the gradient of 
quality functional construction. On the basis of the variational method of data assimilation, the optimal estimate retrieval 
algorithm for pollution source power identification is constructed. In application of the algorithm, the integration of 
the main, linked and variational problems is implemented. The latter is solved to determine an iteration parameter 
when performing gradient descent. Integration problems are solved using TVD approximations. For the application of 
the procedure, the Sea of Azov flow fields and turbulent diffusion coefficients are obtained using the sigma coordinate 
ocean model (POM) under the eastern wind stress conditions being dominant at the observed period of time. For that 
period the satellite image series characterizing the surface concentration of suspended matter in the Sea of Azov gives 
an idea of dynamic processes occurring in the basin. The linked problem solving and influence functions measurement 
allow for defining the coastal zones having an effect on higher loads of suspended matter in the region of the Dolgaya 
Spit observed in the satellite images. The model estimation and the satellite data on the loads of suspended matter 
were brought into comparison. The analysis of the obtained data shows a positive correlation between the numerical 
simulation results and the satellite data based on a specified pollution source located along the northern coastal line of 
the Dolgaya Spit, where turbidity generally occurs under given dynamic conditions. Furthermore, the results can be 
used to perform numerical data assimilation on loads of suspended matter.
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