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Введение

• Региональные модели
гидротермодинамики могут разрешать
масштабы 1-10км, что важно для
многих прикладных задач, но их
разработчики сталкиваются с
проблемой «открытых границ».

• Ассимиляция данных (DA) – один из
перспективных инструментов для
решения этой проблемы.

• Рассматриваемый метод состоит в том,
чтобы восстановить граничные
функции с использованием теории
оптимального управления.



Модель гидротермодинамики акваторий с открытыми
границами

Запишем в области D систему уравнений гидротермодинамики
в приближении Буссинеска и гидростатики (t ∈ (0, t̄)):
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где:

• (λ, θ, z) - географическая (-геодезическая) система координат;

• поверхность моря: z = ξ(λ, θ, t), где (λ, θ,R) ∈ Ω (Ω – образ
поверхности моря на сфере SR , R – средний радиус Земли), а t –
временная переменная, t ∈ [0, t̄] (t̄ <∞);

• рельеф дна: z = H(λ, θ) при (λ, θ,R) ∈ Ω;

• l = l(θ) – Кориолисов параметр, f (u) = l + mu sin θ;

• D = {(λ, θ, z) : (λ, θ,R) ∈ Ω, 0 < z < H(λ, θ)}.

• (~U,T , S) – вектор скорости, температура, соленость;

• Aϕϕ ≡ −Div(âϕGradϕ), где
âϕ = diag((aϕ)ii ), (aϕ)11 = (aϕ)22 ≡ µϕ, (aϕ)33 ≡ νϕ;

• Un = ~U · ~N, ~N – внешняя нормаль,
U(+)

n ≡ (|Un|+ Un)/2, U(−)
n ≡ (|Un| − Un)/2.



Система (1) дополняется начальными и граничными
условиями. Приведем здесь Граничные условия на Γw ,op (на
“жидкой части боковой стенки”):
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Пусть интервал (0, t̄) разбит на подынтервалы
(tj−1, tj) , j = 1, 2, .., J, t0 = 0, tJ > t̄. Для аппроксимации
задачи по времени используется метод расщепления. На
каждом интервале (tj−1, tj) решаются следующие подзадачи
(шаги метода расщепления, см. [4]):

1 Задача о распространении тепла.
2 Задача конвекции-диффузии для солености.
3 Задача об отыскании функции уровня и баротропных

скоростей.
4 Вычисление поля векторов скоростей.



Задача ассимиляции данных об уровне

Рассмотрим одну из подзадач с Шага 3 метода расщепления:
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Ū − g · grad ξ = f̄ в Ω× (tj−1, tj ),

ξt − div
(
HŪ
)

= 0 в Ω× (tj−1, tj ),
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Γop = ∂Ω ∩ Γw,op, mw,op – характеристическая функция Γop, ds –
дополнительная неизвестная, ds = 0 на ∂Ω \ Γop. Пусть также на
некоторой части границы ∂Ω на интервале времени (tj−1, tj ) имеются
данные наблюдений ξobs за уровнем моря. Обозначим через χξ,∂Ω

характеристическую функцию множества, где задана ξobs . Сформулируем
условие замыкания:

χξ,∂Ωξ = χξ,∂Ωξobs на ∂Ω× (tj−1, tj )



Запишем неявную схему аппроксимации задачи (3) на интервале (tj−1, tj ),
τ = tj − tj−1, по времени. Введем, таким образом, полудискретную задачу
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Сформулируем теперь задачу оптимального управления, являющуюся
приближением к поставленной ранее задаче: найти функцию ds ,
доставляющую минимум функционалу:
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где ξ и ds удовлетворяют (4).



Метод исследования задачи

Для исследования задачи удобно перейти от (4) к уравнению
на ξ, исключив Ū

ξ/τ − div(gHM grad ξ) = ˜̃F в Ω, (5)
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Чтобы показать однозначную разрешимость обратной задачи, достаточно
показать, что система
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имеет только тривиальное решение ξ ∈W 1
2 (Ω), ds ∈ Hc . В этом легко

убедиться, записав обобщенную форму задачи (∀ξ̂ ∈W 1
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Подставляя вместо ξ̂ решение задачи ξ, получим:∫
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Поскольку по предположению H не обращается в ноль ни в одной точке Ω,
получим, что ‖ξ‖W 1

2 (Ω) = 0, а значит и ds = 0.
Аналогичным образом можно убедиться в том, что задача плотно
разрешима.



Задачу минимизации функционала Jα можно решать, например, с
помощью метода градиентного спуска, который будет иметь вид
следующего итерационного процесса:
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Данные наблюдений и проблема практической
реализации алгоритма

Спутниковые данные

• доступны в точке пересечения «жидкой»
границы с треком спутника (1-2 за сутки);

• DUACS DT2014 (Data Unification and Altimeter
Combination System, delayed time): данные об
аномалиях уровня и динамической
топографии, полученные по данным
спутниковой альтиметрии. Данные поступают
со спутников Jason-3, Sentinel-3A, HY-2A,
Saral/AltiKa, Cryosat-2, Jason-2, проходят
несколько этапов обработки и размещаются на
сайте [8] спустя несколько месяцев после даты
измерений.



Данные наблюдений и проблема практической
реализации алгоритма

Данные с уровнемерных постов

• доступны почти в любой момент времени, но в
определенных точках на берегу;

• данные центра INSTAC (In Situ Thematic
Assembly Centre): центр собирает данные,
предоставляемые организациями-членами
BOOS (Baltic Operational Oceanographic
System). В работе были использованы данные
с уровнемерного поста Skagen (Дания) и
данные института SMHI (Swedish
Meteorological and Hydrological Institute). БД
обновляется ежедневно, но данные поступают
с задержкой в несколько месяцев.



Результаты численных экспериментов

1) 2) 3)

Рис. 1 : Уровень моря среднесуточный (см) при T = 3 дня
(03/03/2017): 1) данные наблюдений (спутниковые, DUACS
DT2014); 2) расчет без ассимиляции; 3) расчет с использованием
ассимиляции.



1) 2) 3)

Рис. 2 : Уровень моря среднесуточный (см) при T = 4 дня
(04/03/2017): 1) данные наблюдений (спутниковые, DUACS
DT2014); 2) расчет без ассимиляции; 3) расчет с использованием
ассимиляции.



1) 2) 3)

Рис. 3 : Уровень моря среднесуточный (см) при T = 5 дней
(05/03/2017): 1) данные наблюдений (спутниковые, DUACS
DT2014); 2) расчет без данных (ds = 0); 3) расчет с использованием
ассимиляции.



Рис. 4 : Уровень моря среднесуточный (см) по данным со спутников
на 10/03/2017



Рис. 5 : Уровень моря среднесуточный (см), расчет по модели без
блока ассимиляции на 10/03/2017



Рис. 6 : Уровень моря среднесуточный (см), расчет по модели с
ассимиляцией на 10/03/2017



1) 2)

Рис. 7 : Модуль разности температуры (◦C ), разрез по глубине, по
Γw ,op (“жидкой” границе) 1) 48 часов от начала расчета ; 2) 6 суток
от начала расчета.



Заключение

При попытке практической реализации алгоритма были
выявлены следующие трудности:

1 Малое количество данных об уровне на «жидкой»
границе. Возможный выход – статистический анализ
данных об аномалиях уровня за много лет и попытка
построения метода интерполяции данных на основе
результатов статистического анализа.

2 Данные поступают с задержкой, следовательно ими нельзя
воспользоваться в задачах оперативного прогноза морской
среды.
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